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KRZYWIZNY KRZYWYCH W PRZESTRZENI EUKLIDESOWEJ R"
Anarze] DAWIDOWICZ, ART Olsztyn

Rozdzial X ksigzki K. Maurina ”Analiza” cz. I (Elementy) zawiera
teori¢ krzywych w przestrzeni R" wylozana w sposéb nader zwiezly i
dos¢ abstrakcyjny. Ujecie takie, chociaz pozbawione intuicyjnego pod-
loza, owocuje jasnym i pelnym formalizmem matematycznym. Niniejsze
opracowanie, rozwijajac fragment koncepcji Maurina, podaje stosun-
kowo proste, efektywne wzory na wszystkie krzywizny krzywej.

Dla wektoréw z,y € R" ich iloczyn skalarny bedziemy oznaczaé
nawiasami (z,y). Niech r : R' D]a,b[— R" bedzie opisem parame-
trycznym pewnej krzywej n-krotnie rézniczkowalnym. Okreslmy:

Gold) 1= 1,

Git) | D@ (o),

(r(8),m' (1)) (r"(t),r"(t))
(wyznacznik Grama dla wektoréw r/(t),r"(t)),
(@), ~@®)  (r'@),r"@) ... (F@),r")
; @), r'@®) (@), ") .. (@), r™M())

Gn(t) := : ) . ;

(rM@,r'(0) (e, @) ... (kM) r(@))
(analogiczny wyznacznik Grama dla wektoréw r/(t), 7" (t), ..., r(™(¢)).

Funkcjie Go, G1,. .., G, sa nieujemne, poniewaz wyznacznik z ma-
cierzy symetrycznej jest nieujemny. Zakladamy dodatkowo, ze krzywa,
nie jest zdegenerowana w kazdym t € [a, b], tzn., wszystkie wyznacz-
niki Grama sg rézne od zera. Wéwczas krzywizny krzywej wyrazaja sie
wzorami (argument t pomijamy):

= e, (1)
g2 = él@: (2)

.................... (..)
1 '\/m (n—l)

n-1 = ﬁ_@j”—a
wzory te dodatkowo upraszczaja sie w pewnych szczegdlnych przypad-
kach.

Opracowanie zawiera kilka przykladéw typowych zadafi rozwiaza-
nych z wykorzystaniem wzoréw (1)-(n-1).



